Matematicka analyza 2023/2024
Pisomka ¢islo 02 — Funkcie, limita a spojitost funkcii

V teste (a nasledne na skuske) sa mozu vyskytnat taktiez priklady prepocitané na prednaske a na cvi¢eniach, pripadné domaéace tlohy

a priklady uverejnené v prezentaciadch z prednasok. Priklady st vzorové, to znamend, Ze v teste mozu byt v pozmenenom tvare.

C. Realne funkcie. Vlastnosti (monoténnost, extrémy, konvexnost. ..) Elementarne funkcie a ich zakladné
vlastnosti.
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Najdite zlozené funkcie fo = f(f), fs = f(f([f)), ---s fn = F(F(f(...(f)))), n€N, ak funkcia fi = f je definovana predpisom
f(z) =3+ 2z, z€eR.

. Uvazujme funkcie f, g definované vo wxmaxima predpismi f (x) :=3*x+1; g(x,n):=if n>1 then f(g(x,n-1)) else f(x);.

Funkcia g je definovana rekurzivne pomocou volania samej seba. Napiste explicitny predpis pre g, t. j. g(x,n):= 777 ;.

. Uvazujme funkcie definované vo wxmaxima predpismi f (x) :=(3*x+2)/(x+4) ; g(x):=f(£(x)) ;. Explicitne definujte funkciu

h(x):= ?77; tak, aby prikaz plot2d(g(x)-h(x), [x,0,5]); vykreslil konstantna funkciu y = 0.

. Funkcia fo(z) = az(1l — z) je v pozadi niektorych dynamickych modelov rastu populacie (Napr. Verhulstov model rastu

populécie % = rN(l — %), kde N je populécia, r je maximalny koeficient rastu populécie, k je kapacita prostredia.).
Pre aké o€ R zobrazi funkcia f, interval (0;1) do intervalu (0;1)? Pre aké a € R existuje tzv. pevny bod, t. j. bod z,
pre ktory plati x = fo(z). Pre pevné body z = o uvazujme nasledujice iteracie zn4+1 = fo(zn) =, n =0,1,2,....

Ako sa spravaju tieto body? Overte na po&itaéi (napr. vo wxmaxima).

. Najdite zlozené funkcie fo = f(f), fs = f(f(f)) a inverznt funkciu f~*, ak funkcia f je definovana predpisom f(z) = 22tl

z4+2
zeR—{—-2}.

. Najdite zlozené funkcie fo = f(f), fs = f(f(f)) a inverznu funkciu f~*, ak funkcia f je definovana predpisom f(z) = XL,

x

x€R— {0}.

. Zostrojte periodickd funkciu y = f(x) s primitivnou periédou 8 a nalrtnite jej graf tak, aby bola parna, rasttica na intervale

(9;10), klesajtica na intervale (13;14) a aby f(4) = 3. (Periédu zvyraznite!)

. Zostrojte periodickt funkciu y = f(z) s primitivnou periédou 16 a nacrtnite jej graf tak, aby bola neparna, rasttica na

intervale (17;18), klesajuca na intervale (21;22) a aby f(4) = 3. (Periédu zvyraznite!)

. Rozhodnite, ¢i st nasledujice relacie funkciami:

f={lz; yJeR* z+|y—1 =0}, f
f={lz; y]€R? |z|+ |yl = 2,y > 0}, f

Zostrojte graf funkcie y= f(z) zadanej predpisom:

= {[=; y]GRz; |z — 1| +y = 0},
{[z; y]e R%; |o — 1|+ |y| = 0}.

y=sin (z + 1), y=lz|—|z — 1], y=arcsin 3z, 1y =sin 3z, y=3sinz,
y:max{x,m2}, y=e'® y=e"], y=x’sinz, y=2x°sin z.

Zostrojte graf parametricky zadanej funkcie y = f(x) a uréte jej explictny tvar:

r=1-—t, y=t, t€(—00; ), x =t y=t> tc(—o0;00),

x=t—t>, y=t> —t3, t€(—o00;0), x = cos> t, y=sin’t, t € (0; 2m).

Rozhodnite, ¢ je funkcia y= f(z) parna alebo neparna:

y=x2 + sinz?, y=cos (m — x), y=x cosh z, y=sinz + cos z, y=zIn|z|,
y=z —z°, y=x — x°, y=|z|z™, y=x +sinz, y=|z|+ cosz.

Nech y= f(z) je Tubovolna funkcia definované na intervale (—k; k), k > 0. Dokazte, ze funkcia f(z) + f(—=z) je parna
a funkcia f(z) — f(—z) je neparna na (—k;k).

Je funkcia y= f(z) periodickd? Ak ano, urcte jej primitivnu periodu:

y=|sinz|, y=sinz?, y=sin?z, y:(—l)tzfu, 4 = arccos x.
y=arcsin sin x, y=sin arcsin x, y=sinx + cos x, y=sinx + tgz, y=cosz — 3sindz.

Nech f: y ==, g: y=1-2" h: y =sinaz. Urtte funkcie f(g), g(f), f(h), h(f), g(h), h(g), fla(h)], f[h(9)], glf (R)], glh(F)],
hif(9)], Rlg(f)]-

Néjdite funkcie f + g, fg, f/g, f(9), g(f), F(f), 9(g), ak:
f(z) =2z, g(z) =4 — =, f(z) =Inz, g(z) = /1 - [z], flx) = (x+1)% g(z) = V.

Najdite funkcie ||, |gl, £+ g, 6*, fg, f/9, F(9), 9(f), F(f), 9(g) a ich definiéné obory, ak f(z) =z pre z <0, f(z) = z*
pre z >0 a g(z) = 2® pre ¢ < 0, g(z) = + 1 pre z > 0.

Najdite inverznu funkciu k funkcii y= f(z) zadanej predpisom (nacértnite grafy funkcii):

y:f%,meR—{B}, y=xz> — 8z + 16, x € (4; 5), y=sin (3z — 1), |3z — 1| < 7/2,
y=3sinz — 1, z€(—1;1), y=Invz — 1, z€(1; 00}, y=In(Vz — 1), x € (1; 00).

Uvazujme funkciu definovani vo wxmaxima predpisom f (x) :=(4*x+1)/(x+3) ;. Explicitne definujte funkciu g(x) := 777;
tak, aby prikaz plot2d(g(f(x))-x, [x,0,5]); vykreslil konstantnt funkciu y = 0.

Uvazujme funkciu definovani vo wxmaxima predpisom f (x) :=(3*x+1)/(x+4) ;. Explicitne definujte funkciu g(x) := 777;
tak, aby prikaz plot2d(g(f(x)), [x,0,51); vykreslil konstantni funkciu y = 0.



D. Limita funkcie. Zakladné vlastnosti. Pravidla pre poditanie s limitami.

(Naspamit!) Dolezité limity. (Naspamit!)
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Vypocitajte bez pouzitia L’Hospitalovho pravidla nasledujice limity:
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E. Spojitost funkcie v bode a na mnoZine, vztah s limitou. DéleZité vlastnosti spojitych funkcii.
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Vysetrite spojitost a charakter bodov nespojitosti funkcie:

—oin L _ 250 1 _ 1 — ain 1
y = zsin , y =z sin, Y= guas y = sin ,

g
=
8
B

8
<
Il
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Nech je funkcia f nespojita v bode a€ D(f). Aka je funkcia |f| v bode a?

Zostrojte funkciu, ktoré je definovana na mnozine R, je vSade spojita a mé prave 0, 1, 2, ...,
vela bodov nespojitosti.

n, (n€ N), resp. nespocitatelne

Urcte f(0) tak, aby bola funkcia f spojita v bode 0, ak pre z#0 plati:
Vifz—1

flz) = d2z, fla) = 2=t fla) = flo) = Y=L,

Nech st funkcie f, g nespojité v bode a€ D(f) N D(g). Zistite, aké su nasledujuce funkcie v bode a. Svoje tvrdenie ilustrujte
konkrétnymi prikladmi. pomocna tabul'ka

f+g, If + gl f/9, 1f/9l, fg, Ifgl, f(9), [f(g)l-

Nech je funkcia f nekonStantna spojita a funkcia g nespojitd v bode a€ D(f) N D(g). Zistite, aké st nasledujuce funkcie
v bode a. Svoje tvrdenie ilustrujte konkrétnymi prikladmi. pomocna tabul'ka

f+g, f/g, g/f, fa, a(f), lg(H)l, If(g)l-

Metédou bisekcie s presnostou € = 0,01 najdite aspon jeden koreh rovnice 0 = 2> + 2z — 1.

(1+42x)'/°,

I(9),
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