Matematicka analyza 1
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2. Ciselné postupnosti

Pre spravne zobrazenie, fungovanie tooltipov, 2D a 3D animécii je nevyhnutné siibor otvorit pomocou programu Adobe Reader (zasuvny modul
Adobe PDF Plug-In webového prehliadaca nestaci)

Kliknutim na text pred ikonou <™ ziskate napomoc.
Kliknutim na skratku v modrej liste vpravo hore sa dostanete na prislusny slajd, druhym kliknutim sa dostanete na koniec tohto slajdu.
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01 Def Ohr Mon

Postupnosti realnych cisel — Definicia

Zobrazenie (funkciu) f nazyvame pOStupnOSfOU,

ak plati D(f) == N, [Vzory st prirodzené &isla, obrazy mézu byt z lubovolnej mnoziny.]

vi £ ={[m f(n)],neN} ={[1;f(1)].[2;F(2)],[3;: f(3)], -...[m f(n)], ...}
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01 Def Ohr Mon

Postupnosti realnych cisel — Definicia

Zobrazenie (funkciu) f nazyvame pOStupnOSfOU,

ak plati D(f) == N, [Vzory st prirodzené &isla, obrazy mézu byt z lubovolnej mnoziny.]
vi £ ={[m f(n)],neN} ={[1;f(1)].[2;F(2)],[3;: F(3)], -...[m f(n)], ...}
S—~— Y= == ~~——
ar a as an
] Cleny oznatujeme dp = [n, f(n)] a strucne piseme f = {a]_, an, 33, ce.ydp, - } S {an}zo:].
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01 Def Ohr Mon

Postupnosti realnych cisel — Definicia

Zobrazenie (funkciu) f nazyvame pOStupnOSfOU,

ak plati D(f) == N, [Vzory st prirodzené &isla, obrazy mézu byt z lubovolnej mnoziny.]
vi £ ={[m f(n)],neN} ={[1;f(1)].[2;F(2)],[3;: F(3)], -...[m f(n)], ...}
—— ~—— = ——
ar a as an

] Cleny oznatujeme dp = [n, f(n)] a strucne piseme f = {a]_, an, 33, ce.ydp, - } S {an}zo:].

Postupnost {an}zil sa nazyva reélna (postupncst' reélnych (\ffsel),

ak pre vietky N E N plati dp € R, t. j. f: N — R [VSetky €leny an, n€ N st redlne &isla.]
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01 Def Ohr Mon

Postupnosti realnych cisel — Definicia

Zobrazenie (funkciu) f nazyvame pOStupnOSfOU,

ak plati D(f) == N, [Vzory st prirodzené &isla, obrazy mézu byt z lubovolnej mnoziny.]
vi £ ={[m f(n)],neN} ={[1;f(1)].[2;F(2)],[3;: F(3)], -...[m f(n)], ...}
—— ~—— = ——
ar a as an

] Cleny oznatujeme dp = [n, f(n)] a strucne piseme f = {a]_, an, 33, ce.ydp, - } S {an}zo:].

Postupnost {an}zil sa nazyva reélna (postupncst' reélnych (\ffsel),

ak pre vietky N E N plati dp € R, t. j. f: N — R [VSetky €leny an, n€ N st redlne &isla.]

(e 9]
Postupnost {an}n:1 zadavame (definujeme):

] EXp|ICItne, t. j. vSeobecnym vyjadrenim ¢lena a,, ako funkcie premennej I1.

o Reku rentne, t.j. zadanim prvého &lena d1 (prvych niekolkych &lenov) a zadanim dp, N S N pomocou predchédzajicich &lenov.
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01 Def Ohr Mon

Postupnosti realnych cisel — Definicia

Zobrazenie (funkciu) f nazyvame pOStupnOSfOU,

ak plati D(f) == N, [Vzory st prirodzené &isla, obrazy mézu byt z lubovolnej mnoziny.]
vi £ ={[m f(n)],neN} ={[1;f(1)].[2;F(2)],[3;: F(3)], -...[m f(n)], ...}
—— ~—— = ——
ar a as an

] Cleny oznatujeme dp = [n, f(n)] a strucne piseme f = {a]_, an, 33, ce.ydp, - } S {an}zo:].

Postupnost {an}zil sa nazyva reélna (postupncst' reélnych (\ffsel),

ak pre vietky N E N plati dp € R, t. j. f: N — R [VSetky €leny an, n€ N st redlne &isla.]

(e 9]
Postupnost {an}n:1 zadavame (definujeme):

] EXp|ICItne, t. j. vSeobecnym vyjadrenim ¢lena a,, ako funkcie premennej I1.

o Reku rentne, t.j. zadanim prvého &lena d1 (prvych niekolkych &lenov) a zadanim dp, N S N pomocou predchédzajicich &lenov.

@ Napriklad postupnost {an}:o:]_ = {2” - 1}221 = {1, 3, 5, . } moézeme definovat
explicitne vztahom dp = 2" - ]_, ne N
a rekurentne predpisom 31 - 1, an+1 = an ‘I" 2, I'IE N
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01 Def Ohr Mon

Postupnosti realnych cisel — Ohranicenost

Postupnost {an}zil Sa rOVné postupnosti {bn}?,c_;l (postupnosti Sa roVnajL’]),

ak pre vsetky ne N plati a,, = bn, oznacenie {an}iozl = {bn};..;l
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01 Def Ohr Mon

Postupnosti realnych cisel — Ohranicenost

Postupnost {an}zil Sa rOVné postupnosti {bn}?,c_;l (postupnosti Sa roVnajL’]),

ak pre vsetky ne N plati a,, = bn, oznacenie {an}iozl = {bn};..;l

@ Postupnosti ¢asto definujeme od nejakého ¢lena ak, kde k € Z a zapisujeme {an}:O:k = {ak,ak+1,ak+2, .. }

[Najéastejsie to byva od &lena ag.]

@ Napriklad {n}:ozo = {0, 1,2, . ..}, {n}ii_l = {*1, 0,1, }, {n}ii5 = {5, 6,7, }
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01 Def Ohr Mon

Postupnosti realnych cisel — Ohranicenost

Postupnost {an}zil Sa rOVné postupnosti {bn}?,c_;l (postupnosti Sa roVnajL’]),

ak pre vsetky ne N plati a,, = bn, oznacenie {an}iozl = {bn};..;l

@ Postupnosti ¢asto definujeme od nejakého ¢lena ak, kde k € Z a zapisujeme {an}:O:k = {ak,ak+1,ak+2, .. }

[Najéastejsie to byva od &lena ag.]

@ Napriklad {n}:ozo = {0, 1,2, . ..}, {n}goz_l = {*1, 0,1, }, {n}ii5 = {5, 6,7, }

) o0
Postupnost {an}n:1 sa nazyva

o Ohranicend zhora, akedstie M E R také, ze pre vietky NE N plati @ < M.
] Ohraniéené Zd0|a, ak existuje me R také, ze pre vsetky ne N plati M S a,,.

o Neohranicena zhora, aknic e ohrani¢end zhora.
o Neohraniéena zdola, sk nic o ohraniéena zdola.
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01 Def Ohr Mon

Postupnosti realnych cisel — Ohranicenost

Postupnost {an}zil Sa rOVné postupnosti {bn}?,c_;l (postupnosti Sa roVnajL’]),

ak pre vsetky ne N plati a,, = bn, oznacenie {an}iozl = {bn};..;l

@ Postupnosti ¢asto definujeme od nejakého ¢lena ak, kde k € Z a zapisujeme {an}:O:k = {ak,ak+1,ak+2, .. }

[Najéastejsie to byva od &lena ag.]

@ Napriklad {n}:ozo = {0, 1,2, . ..}, {n}goz_l = {*1, 0,1, }, {n}ii5 = {5, 6,7, }

) o0
Postupnost {an}n:1 sa nazyva

o Ohraniéend, a«j ohraniéend zdola a sicasne j© ohrani¢end zhora.

o Neohranic¢end aknieje ohrani¢end zdola aiebo nic o 0hrani¢end zhora.

beerb@frcatel.fri.uniza.sk https:/ /frcatel.fri.uniza.sk /users/beerb


mailto:beerb@frcatel.fri.uniza.sk
https://frcatel.fri.uniza.sk/users/beerb

01 Def Ohr Mon

Postupnosti realnych cisel — Ohranicenost

Postupnost {an}zil Sa rOVné postupnosti {bn}?,c_;l (postupnosti Sa roVnajL’]),

ak pre vsetky ne N plati a,, = bn, oznacenie {an}iozl = {bn};..;l

@ Postupnosti ¢asto definujeme od nejakého ¢lena ak, kde k € Z a zapisujeme {an}:O:k = {ak,ak+1,ak+2, .. }

[Najéastejsie to byva od &lena ag.]

@ Napriklad {n}:ozo = {0, 1,2, . ..}, {n}goz_l = {*1, 0,1, }, {n}ii5 = {5, 6,7, }

) o0
Postupnost {an}n:1 sa nazyva

o Ohranicend zhora, akedstie M E R také, ze pre vietky NE N plati @ < M.
o Ohranicend zdola, ak existie ME R také, ze pre vtetky NE N piati m < a,.
o Ohraniéend, a«j ohraniéend zdola a sicasne j© ohrani¢end zhora.
T.j. ak ak existuji M, M € R také, ze pre vgetky NE N pai m < a, < M.

Neohranic¢ena zhora, aknic e ohrani¢end zhora.
Neohranic¢end zdola, aknie je ohrani¢ena zdola.
Neohranicend, ak nic o ohrani¢ena zdola aiebo nic o ohraniéena zhora.
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01 Def Ohr Mon

Postupnosti realnych cisel — Monoténnost, podpostupnost

(0.9}
Postupnost {an} —1 sa nazyva

o RaStlflca, ak pre vsetky nec N plati dp < an+1

] Neklesajl:lca, ak pre vietky N € N plati dp S an+1

o Konstantna (stacionarna), akpre viety NE N platt ap = ap41.
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01 Def Ohr Mon

Postupnosti realnych cisel — Monoténnost, podpostupnost

(0.9}
Postupnost {an} —1 sa nazyva

] Klesajﬂca, ak pre vsetky ne N plati an > an+1

] Nerastljca, ak pre vsetky nEN plati a,, Z an+]_

o Konstantna (stacionarna), akpre viety NE N platt ap = ap41.
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01 Def Ohr Mon

Postupnosti realnych cisel — Monoténnost, podpostupnost

o RaStlflca, ak pre vsetky nec N plati dp < an+1

] Klesajﬂca, ak pre vsetky ne N plati an > an+1

Neklesajl:lca, ak pre vsetky nec N plati a,, S an+1

] Nerastljca, ak pre vsetky nEN plati a,, Z an+]_

o Konstantna (stacionarna), akpre viety NE N platt ap = ap41.
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01 Def Ohr Mon

Postupnosti realnych cisel — Monoténnost, podpostupnost

o RaStlflca, ak pre vietky N € N plati dp < an+1 , ,
. Rydzo (ostro) monoténna.
] Klesajuca, ak pre vietky N € N plati an > an+1 5

Neklesajl:lca, ak pre vsetky nec N plati an S an+]_ Monoténna.

Nerastljca, ak pre vsetky nEN plati a,, Z an+]_

o Konstantna (stacionarna), akpre viety NE N platt ap = ap41.

beerb@frcatel.fri.uniza.sk https:/ /frcatel.fri.uniza.sk /users/beerb


mailto:beerb@frcatel.fri.uniza.sk
https://frcatel.fri.uniza.sk/users/beerb

01 Def Ohr Mon

Postupnosti realnych cisel — Monoténnost, podpostupnost

o RaStlflca, ak pre vietky N € N plati dp < an+1 , ,
. Rydzo (ostro) monoténna.
] Klesajuca, ak pre vietky N € N plati an > an+1 5

Neklesajl:lca, ak pre vsetky nec N plati a,, S an+]_ Monoténna.

] Nerastljca, ak pre vsetky nEN plati a,, Z an+]_

o Konstantna (stacionarna), akpre viety NE N platt ap = ap41.

{kn}o2 1 je rastiica postupnost prirodzenych &isel (indexov z (2,12,

{ak, } 7o sanazva podpostupnost (vybrand postupnost) : poswpnosti {an }oe ;.-
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01 Def Ohr Mon

Postupnosti realnych cisel — Monoténnost, podpostupnost

(0.9}
Postupnost {an} —1 sa nazyva

o RaStlflca, ak pre vietky N € N plati dp < an+1 , ,
. Rydzo (ostro) monoténna.
] Klesajuca, ak pre vietky N € N plati an > an+1 5

Neklesajl:lca, ak pre vsetky nec N plati a,, S an+]_ Monoténna.

Nerastljca, ak pre vsetky nEN plati a,, Z an+]_

o Konstantna (stacionarna), akpre viety NE N platt ap = ap41.

{kn}o2 1 je rastiica postupnost prirodzenych &isel (indexov z (2,12,

{ak, } 7o sanazva podpostupnost (vybrand postupnost) : poswpnosti {an }oe ;.-

Sl’]étom, I’OZdie|Om, Sﬂéinom, resp. pOdie|Om postupnosti {an}zozl a {bn}zo:]_

nazyvame postupnosti {a,, -+ bn};)“;l’ {an — bn}io:]_, {anbn}zo:l,

resp. {%:}2021 v pripade, ze pre vietky N (S N plati bn # 0
v
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02 HH EHH Lim VPI VPII VPIII VPIV

Limita postupnosti — Hromadna hodnota (HH)

o Limita = limitné procesy patia medzi zakladné pojmy v matematike.

Motivacny priklad.
Postupnost {an}n 1= {n n 1= {1 ]. 2, 2,3, é,4,4, ...,n,%, }

@ Parne ¢leny dp sa Zmenéujl:l a prlb|IEUJL’1 k bodu O (,,hromadia“ v bode O)

@ Nepirne ¢leny dp sa neohranicene ZVaééUJl:l do OO (,,hromadia“ v bode OO)
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02 HH EHH Lim VPI VPII VPIII VPIV

Limita postupnosti — Hromadna hodnota (HH)

o Limita = limitné procesy patia medzi zakladné pojmy v matematike.

Motivacny priklad.

Postupnost{an}nl—{n nl_{112'2'3'3' ,4,...,n,%,...}.

@ Parne ¢leny dp sa Zmenéujl:l a pr|b|IEUJL’1 k bodu O (,,hromadia“ v bode O)

@ Nepirne ¢leny dp sa neohranicene ZVaééUJl:l do OO (,,hromadia“ v bode OO)

ac R sa nazyva hromad na hOanta postupnosti {an}n 11 [Hromadna hodnota — HH]

ak v kazdom okolf O(a) existuje nekoneéne vela prvkov dp takych, ze dp € O(a)
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02 HH EHH Lim VPI VPII VPIII VPIV

Limita postupnosti — Hromadna hodnota (HH)

o Limita = limitné procesy patia medzi zakladné pojmy v matematike.

Motivacny priklad.

Postupnost{an}nl—{n nl_{112'2'3'3' ,4,...,n,%,...}.

@ Parne ¢leny dp sa Zmenéujl:l a pr|b|IEUJL’1 k bodu O (,,hromadia“ v bode O)

@ Nepirne ¢leny dp sa neohranicene ZVaééUJl:l do OO (,,hromadia“ v bode OO)

ac R sa nazyva hromad na hOanta postupnosti {an}n 11 [Hromadna hodnota — HH]

ak v kazdom okolf O(a) existuje nekoneéne vela prvkov dp takych, ze dp € O(a)

Hromadna hodnota a€ R* < nazjva:
o Vlastné, ak @€ R (vlastna hromadna hodnota).

) NeVlaStné, ak @ = —OQ alebo & = OO (nevlastni hromadna hodnota).
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02 HH EHH Lim VPI VPII VPIII VPIV

Limita postupnosti — Hromadna hodnota (HH)

o Limita = limitné procesy patia medzi zakladné pojmy v matematike.

ivacny priklad.

Postupnost {an}n 1—{n n= 1—{1 ]. 2,2,3,‘%,4 L .,n,%, }

V4o
@ Parne ¢leny dp sa Zmenéujl:l a pr|b|IEUJL’1 k bodu O (,,hromadia“ v bode O)

@ Nepirne ¢leny dp sa neohranicene ZVaééUJl:l do OO (,,hromadia“ v bode OO)

ac R sa nazyva hromad na hOanta postupnosti {an}n 11 [Hromadna hodnota — HH]

ak v kazdom okolf O(a) existuje nekoneéne vela prvkov dp takych, ze dp € O(a)

Hromadna hodnota a€ R* < nazjva:
o Vlastné, ak @€ R (vlastna hromadna hodnota).

) NeVlaStné, ak @ = —OQ alebo & = OO (nevlastni hromadna hodnota).

@ Mnozinu vietkych hromadn}l/ch hodndt postupnosti {an}zo:l oznacujeme symbolom E.
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02 HH EHH Lim VPI VPII VPIII VPIV

Limita postupnosti — Existencia HH

Kazda postupnost {an}zil ma aspon jednu hromadnlj hOd notu a € R*
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02 HH EHH Lim VPI VPII VPIII VPIV

Limita postupnosti — Existencia HH

Kazda postupnost {an}zil ma aspon jednu hromadnl’] hOd notu a € R*

o {an}zoz]_ Je neOhrani(VZené. = a = —OQ alebo @ = OQ. [M&Zzu samozrejme existovat aj realne HH.]
° {3n}2021 ie ohrani¢end. = acR. [VEetky HH sl reslne.]
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02 HH EHH Lim VPI VPII VPIII VPIV

Limita postupnosti — Existencia HH

Kazda postupnost {an}zil y nu hromadnl’] hOd

o {an}72 1 i neohraniéend. = a = —00 alcbo @ = 00.
o {an};—, i ohrani¢end. = acR.

[M&Zzu samozrejme existovat aj realne HH.]

[V8etky HH st redlne.]
v

R ohranicenej postupnosti {an}
{an}:o:]_ je ohranicena. = Existujd bl,C]_ € R tak, ze anE <b1, C1> pre vsetky ne N Ozna¢me d = C]_ - b]_

N éJd |te redlnu HH

(o]
ai
.
as
) a4 anan+l
* a5 « —*
Q L]
I R |
1 2 3 4 5 n—1n n+1
a
.
by
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02 HH EHH Lim VPI VPII VPIII VPIV

Limita postupnosti — Existencia HH

Kazda postupnost {an}zil ma aspon jednu hromadnlj hOantu ac R*

] {an}zozl je neohraniéené. = 3 = —0OQ alebo @ = Q. [M&Zzu samozrejme existovat aj realne HH.]

) {3n}2021 ie ohrani¢end. = acR. [Vietky HH si reélne])

NaJdlte redlnu HH @ € R ohranicenej postupnosti {an}

{an}zo:]_ je ohranicena. = Existujd bl,C]_ € R tak, ze anG <b1, C1> pre vsetky ne N Ozna¢me d = C]_ - b]_

@ Rozdelme <b]_, C]_> na rovnaké intervaly <b]_, S]_), <S]_, C]_>, kde §1 = % V aspon jednom z tychto intervalov lezi
nekone¢ne vela dp, oznaéme ho <b2, C2> = <b2, C2> C <b1, C]_> a Co — b2 = Cl%bl = % = 22{1.
G =0
by = 51 5 = .
1 2 3 4 5 n—1n n+1
by
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02 HH EHH Lim VPI VPII VPIII VPIV

Limita postupnosti — Existencia HH

Kazda postupnost {an}zil ma jednu hromadnl’] hOantu ac R*

o {an}zoz]_ Je neOhrani(VZené. = a = —OQ alebo @ = OQ. [M&Zzu samozrejme existovat aj realne HH.]
° {3n}2021 ie ohrani¢end. = acR. [VEetky HH sl reslne.]

v

NaJdlte realnu HH @ € R ohranicenej postupnosti {an}

{an}:o:]_ je ohranicena. = Existujd bl,C]_ € R tak, ze anG <b1, C1> pre vsetky ne N Ozna¢me d = C]_ - b]_

@ Rozdelme <b2, C2> na rovnaké intervaly <b2, S2>, <52, C2>, kde Sp = bQ;CQ .V aspon jednom z tychto intervalov lezi
nekoneéne vela dp, oznaéme ho <b3, C3> = <b3, C3> C <b2, C2> a C3 — b3 = Q%[D = 2d = 23{1 o
(&)

G =5 I

b3 = by 1 *

,_.
o4
w
~
14
S

|

-

s
3

X
—

beerb@frcatel.fri.uniza.sk https:/ /frcatel.fri.uniza.sk /users/beerb



mailto:beerb@frcatel.fri.uniza.sk
https://frcatel.fri.uniza.sk/users/beerb

02 HH EHH Lim VPI VPII VPIII VPIV

Limita postupnosti — Existencia HH

Kazda postupnost {an}zil ma jednu hromadnl’] hOantu ac R*

o {an}zoz]_ Je neOhrani(VZené. = a = —OQ alebo @ = OQ. [M&Zzu samozrejme existovat aj realne HH.]
° {3n}2021 ie ohrani¢end. = acR. [VEetky HH sl reslne.]

v

NaJdlte realnu HH @ € R ohranicenej postupnosti {an}

{an}:o:]_ je ohranicena. = Existujd bl,C]_ € R tak, ze anG <b1, C1> pre vsetky ne N Ozna¢me d = C]_ - b]_

@ Rozdelme <b3, C3> na rovnaké intervaly <b3, S3>, <S3, C3>, kde 53 = %

nekoneéne vela dp, oznaéme ho <b4, C4>. = <b4, C4> C <b3, C3> a Cp — b4 =

. V aspon jednom z tychto intervalov lezi

a—bs _ d d
=5 =

2 =N

[&]
Cy = S3 ~
.« ®
by = b3 ¥

-
o4
w

~
14
S

|

-

s

3
X

—
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02 HH EHH Lim VPI VPII VPIII VPIV

Limita postupnosti — Existencia HH

] {an}zozl je neohraniéené. = 3 = —0OQ alebo @ = Q. [M&Zzu samozrejme existovat aj realne HH.]

o {an}zozl Jje Ohraniéené- = ac R [Vsetky HH sa reélne.])

T [e'e)
NaJdlte realnu HH @ € R ohranicenej postupnosti {an}nzl.

{an}:o:]_ je ohranicena. = Existujd bl,C]_ € R tak, ze anE <b1, C1> pre vsetky ne N Ozna¢me d = C]_ - b]_

@ Takto pokraéujeme do nekoneéna, v praxi po pozadovani presnost
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02 HH EHH Lim VPI VPII VPIII VPIV

Limita postupnosti — Existencia HH

Kazda postupnost {an}zil y nu hromadnl’] hOd
oo Y 7
] {an}n:1 je neohranlcena. = 3 = —0OQ alebo @ = Q. [M&Zzu samozrejme existovat aj realne HH.]
Qo {3n}2021 ie ohrani¢ena. = aeR. [Vsetky HH si realne.]
v

NaJdlte redlnu HH R ohranicenej postupnosti {an}

{an}:o:]_ je ohranicena. = Existujd bl,C]_ € R tak, ze anE <b1, C1> pre vsetky ne N Ozna¢me d = C]_ - b]_

5 bj_14ci—
@ Rozdelme <b,_]_, Ci_]_>, IS N na rovnaké intervaly v strede S,'_]_ = % V aspon jednom z tychto intervalov lezi
ci—1—bi_
nekoneéne vela dp, oznaéme ho <b,, C,'>. = <b,, C,'> C <b,7]_, C,'71> a G — b, S % = 2[(11.
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02 HH EHH Lim VPI VPII VPIII VPIV

Limita postupnosti — Existencia HH

Kazda postupnost {an}zil y nu hromadnl’] hOd
oo Y 7
] {an}n:1 je neohranlcena. = 3 = —0OQ alebo @ = Q. [M&Zzu samozrejme existovat aj realne HH.]
Qo {3n}2021 ie ohrani¢ena. = aeR. [Vsetky HH si realne.]
v

NaJdlte redlnu HH R ohranicenej postupnosti {an}

{an}:o:]_ je ohranicena. = Existujd bl,C]_ € R tak, ze anE <b1, C1> pre vsetky ne N Ozna¢me d = C]_ - b]_
bi—i1tci—1

@ Rozdelme <b,_]_, Ci_]_>, IG N na rovnaké intervaly v strede S,'_]_ = f V aspon jednom z tychto intervalov lezi
ci—1—bi_
nekoneéne vela dp, oznaéme ho <b,, C,'>. = <b,, C,'> C <b,7]_, C,'71> a G — b, S % = 2[(11.
O T i g et & > 0) s <b;; C,'>,
i v ktorom lezi nekoneéne vela a,, tak, ze plati
__ _d
. . . - lan — a| < ¢ — bj = 551 <.
b; & .
1 2 3 4 5 n—1n n+1
v
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02 HH EHH Lim VPI VPII VPIII VPIV

Limita postupnosti — Existencia HH

Kazda postupnost {an}zil y nu hromadnl’] hOd
oo Y 7
] {an}n:1 je neohranlcena. = 3 = —0OQ alebo @ = Q. [M&Zzu samozrejme existovat aj realne HH.]
Qo {3n}2021 ie ohrani¢ena. = aeR. [Vsetky HH si realne.]
v

NaJdlte redlnu HH R ohranicenej postupnosti {an}

{an}:o:]_ je ohranicena. = Existujd bl,C]_ € R tak, ze anE <b1, C1> pre vsetky ne N Ozna¢me d = C]_ - b]_

5 bj_14ci—
@ Rozdelme <b,_]_, Ci_]_>, IS N na rovnaké intervaly v strede S,'_]_ = % V aspon jednom z tychto intervalov lezi
ci—1—bi_
nekoneéne vela dp, oznaéme ho <b,, C,'>. = <b,, C,'> C <b,7]_, C,'71> a G — b, S % = 2[(11.

O T i g et € > 0) s <b;; C,'>,
v ktorom lezi nekoneéne vela a,, tak, ze plati

\an—a|§c;—b;:2%1<€.

Ci . [

° o0

+ + + + + + @ Potom existuje jediny bod @ € b, Ci),

1 2 3 45 n—1n n+l ,-Ql<’ i)
ktory je hladanou H H pOStUpnOStI

[Cantorov princip vlozenych intervalov.]

v
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02 HH EHH Lim VPI VPII VPIII VPIV

Limita postupnosti — Konvergencia a divergencia

E je mnozina vsetkych hromadn}llch hOdnét postupnosti {an}iozl
o sup E nazvame hornd limita (limes superior) {a,}o2 ; aczmacueme lim sup ap.
- n—o0

"] |nfE nazyvame d0|né I|m|ta (Iimes inferior) {an}(r)lo_l a oznacujeme ||m |nf a,,.
- n—oo
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02 HH EHH Lim VPI VPII VPIII VPIV

Limita postupnosti — Konvergencia a divergencia

E je mnozina vsetkych hromadn}llch hOdnét postupnosti {an}iozl
o sup E nazvame hornd limita (limes superior) {a,}o2 ; aczmacueme lim sup ap.
- n—o0

"] |nfE nazyvame d0|né I|m|ta (Iimes inferior) {an}(r)lo_l a oznacujeme ||m |nf a,,.
- n—oo

a n - o0 -
] |nf E = Sup E nazyvame ||m|ta {an}n,I a oznacujeme ||m an. [T. j. existuje jedind HH postupnosti.]
- n—o0
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02 HH EHH Lim VPI VPII VPIII VPIV

Limita postupnosti — Konvergencia a divergencia

E je mnozina vsetkych hromadn}llch hOdnét postupnosti {an}iozl
o sup E nazvame hornd limita (limes superior) {a,}o2 ; aczmacueme lim sup ap.
- n—o0

"] |nfE nazyvame d0|né I|m|ta (Iimes inferior) {an}(r)lo_l a oznacujeme ||m |nf a,,.
- n—oo

a n - o0 -
] |nf E = Sup E nazyvame ||m|ta {an}n,I a oznacujeme ||m an. [T. j. existuje jedind HH postupnosti.]
- n—o0

acRr

vlastna
limita
lim a, = +oo

n—o0o
nevlastna

limita

3
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02 HH EHH Lim VPI VPII VPIII VPIV

Limita postupnosti — Konvergencia a divergencia

E je mnozina vsetkych hromadn}llch hOdnét postupnosti {an}iozl
o sup E nazvame hornd limita (limes superior) {a,}o2 ; aczmacueme lim sup ap.
- n—o0

"] |nfE nazyvame d0|né I|m|ta (Iimes inferior) {an}(r)lo_l a oznacujeme ||m |nf a,,.
- n—

oo
] |nf E = Sup E nazyvame ||m|ta {an}zil a oznacujeme ||m an. [T. j. existuje jedind HH postupnosti.]
- n—o0
aeR .
< {an}72, konverguje kesu a
vlastna
(0.9}
limita ozna&enie {an}n:1 — a
i = +o00 . .
0, €l {an}52 diverguje ¢ £o00
nevlastna
||m|ta oznacdenie {an}il — :l:OO
3 {an}52, osciluje
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02 HH EHH Lim VPI VPII VPIII VPIV

Limita postupnosti — Konvergencia a divergencia

E je mnozina vsetkych hromadn}llch hOdnét postupnosti {an}iozl
o sup E nazvame hornd limita (limes superior) {a,}o2 ; aczmacueme lim sup ap.
- n—o0

"] |nfE nazyvame d0|né I|m|ta (Iimes inferior) {an}io—]_ a oznacujeme ||m |nf a,,.
- n—oo

[T. j. existuje jedind HH postupnosti.]

o inf E = sup E naz limita {a,}° 2uj lim a,.
p nazyvame { n}n_l a oznacujeme n*)oo n

a R . [e') .
I < ~ {an}p2; konverguje ks a {an};—; konverguje
vlastna
L =8} [e%¢)
||m|ta oznadenie {an}n:1 — a el {a”}nzl —
i = + . .
0, €l o0 {an}52 diverguje ¢ £o00 e .
) n= {an},= diverguje
nevlastna (2} N n=
P oznacdenie an C o = xXO
|Im|ta n=1 oznacenie {a,,}iozl 7L>
o0 a o
3 {an},~ osciluje
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02 HH EHH Lim VPI VPII VPIII VPIV

Limita postupnosti — Vlastnosti postupnosti

a€ R* i hromadna hodnota (HH) sostupnosti {3n}20:1-

00 00 . _
= o Existuje podpostupnost {akn}n:1 taka, ze {akn}n:1 — a, tj nlL)rTclo akn = a.
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02 HH EHH Lim VPI VPII VPIII VPIV

Limita postupnosti — Vlastnosti postupnosti

a€ R* i hromadna hodnota (HH) sostupnosti {3n}20:1-

00 00 . _
= o Existuje podpostupnost {akn}n:1 taka, ze {akn}n:1 — a, tj nlL)rTclo akn = a.

@ Postupnost {(—1)’1}20:1 ma dve hromadné hodnoty :l:]., t. j. E — {—1,1}
Podpostupnosti st napr. {—1, - 1,1,1,1,1, o . } — 1, {—1};“;1 — —1
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02 HH EHH Lim VPI VPII VPIII VPIV

Limita postupnosti — Vlastnosti postupnosti

a€ R* . hromadna hodnota (HH) sostupnosti {3n}20:1-

00 00 . _
= o Existuje podpostupnost {akn}n:1 taka, ze {akn}n:1 — a, tj nlL)rT;o akn = a.

@ Postupnost {(—1)’1}20:1 ma dve hromadné hodnoty :l:]., t. j. E — {—1,1}
Podpostupnosti st napr. {—1, - 1,1,1,1,1, o . } — 1, {—1};“;1 — —1

aE R* je hromadn)// bOd (HB) mnoziny A C R

< @ Existuje postupnost {an}iozl, anGA, ania taka, ze {an}io:]_ — a, tj. n|l_>l’20 dn = a.
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02 HH EHH Lim VPI VPII VPIII VPIV

Limita postupnosti — Vlastnosti postupnosti

a€ R* . hromadna hodnota (HH) sostupnosti {3n}20:1-

00 00 . _
= o Existuje podpostupnost {akn}n:1 taka, ze {akn}n:1 — a, tj nlL)rT;o akn = a.

@ Postupnost {(—1)’1}20:1 ma dve hromadné hodnoty :l:]., t. j. E — {—1,1}
Podpostupnosti st napr. {—1, - 1,1,1,1,1, o . } — 1, {—1};“;1 — —1

aE R* je hromadn)// bOd (HB) mnoziny A C R

< @ Existuje postupnost {an}iozl, anGA, ania taka, ze {an}io:]_ — a, tj. n|l_>l’20 dn = a.

@ Body 0 a 2 sti hromadné body intervalu (0, 2)
Podpostupnosti sii napr. {an}iozl = {%}?’o:]. — 0, pricom dp = % 7é O, ne N,
a{bn}i1:{2—%}%ozl—>2, pricom bn:2—%:%#2,n6/\/

3 5 7 911 2n—1
(0;2) 1 3 3 456 n
«—0—90—900 00— 90— —90 00— 00—
1 111 1 1
{antpes —0 % 557 3 3 L {bn}piy —2
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02 HH EHH Lim VPI VPII VPIII VPIV

Limita postupnosti — Vlastnosti postupnosti

{an}zozl, {b”}iil sU postuposti, pri¢om existuje nO e N také, ze pre vsetky ne N, n 2 no plati a,, — bn.

[Postupnosti sii rovnaké okrem koneéného poctu &lenov, od indexu ng si rovnaké.]

= o Postupnosti {an}zo:]_, {bn}zil maji rovnaké hromadné hodnoty.
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02 HH EHH Lim VPI VPII VPIII VPIV

Limita postupnosti — Vlastnosti postupnosti

{an}zozl, {b”}iil sU postuposti, pri¢om existuje nO e N také, ze pre vsetky ne N, n 2 no plati a,, — bn.

[Postupnosti sii rovnaké okrem koneéného poctu &lenov, od indexu ng si rovnaké.]

= o Postupnosti {an}zo:]_, {bn}zil maji rovnaké hromadné hodnoty.

(] ||m dn = ||m bn (pokial limity existujd). [Bud existujd obidve limity alebo ani jedna.]
n—oo n—oo

beerb@frcatel.fri.uniza.sk https:/ /frcatel.fri.uniza.sk /users/beerb


mailto:beerb@frcatel.fri.uniza.sk
https://frcatel.fri.uniza.sk/users/beerb

02 HH EHH Lim VPI VPII VPIII VPIV

Limita postupnosti — Vlastnosti postupnosti

{an}n_l {bn} —1 su postuposti, priCom existuje nO e N také, ze pre vsetky nE N n > no phtl n — b

[Postupnosti sii rovnaké okrem koneéného poctu &lenov, od indexu ng si rovnaké.]

= o Postupnosti {an}zo:]_, {bn}zil maji rovnaké hromadné hodnoty.

] ||m dn = ||m b (pokial limity existujd). [Bud existujd obidve limity alebo ani jedna.]
n—o0o

] Zmena kone¢ného poctu CIenOV postupnosti {an} =il neonIyan niektoré jej V|aStnOStI

[Kone&né zmeny: vynechanie ¢lenov, pridanie Elenov, zmeny hodnét Elenov, zmena poradia &lenov ap.]
e neovplyvni j; hromadné hodnoty,
e neovplyvni i konvergenciu, rsp. divergenciu.
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02 HH EHH Lim VPI VPII VPIII VPIV

Limita postupnosti — Vlastnosti postupnosti

{an}n_l {bn} —1 su postuposti, priCom existuje nO e N také, ze pre vsetky nE N n > no phtl n — b

[Postupnosti sii rovnaké okrem koneéného poctu &lenov, od indexu ng si rovnaké.]
o0 (0.0} 7
= o Postupnosti {an}nzl, {bn}n:1 maji rovnaké hromadne hodnoty.

o lim dn = ||m b (pokial limity existuji).

[Bud existujd obidve limity alebo ani jedna.]
n—oo

] Zmena kone¢ného poctu CIenOV postupnosti {an} =il neonIyan niektoré jej V|aStnOStI
[Kone&né zmeny: vynechanie ¢lenov, pridanie Elenov, zmeny hodnét Elenov, zmena poradia &lenov ap.]

e neovplyvni j; hromadné hodnoty,
e neovplyvni i konvergenciu, rsp. divergenciu.

o Zmena koneéného poctu élenOV prakticky znamena, ze pOdmienky platia:
@ az od nejakého nO € N, t. j. pre vsetky ne N, n Z no.
@ previetky NE N okrem konecného poctu clenov.
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02 HH EHH Lim VPI VPII VPIII VPIV

Limita postupnosti — Vlastnosti postupnosti

{an}n_l {bn} —1 su postuposti, priCom existuje nO e N také, ze pre vsetky nE N n > no plati a,, = b

[Postupnosti sii rovnaké okrem koneéného poctu &lenov, od indexu ng si rovnaké.]
o0 (0.0} 7
= o Postupnosti {an}nzl, {bn}n:1 maji rovnaké hromadne hodnoty.

o lim dn = ||m b (pokial limity existuji).

[Bud existujd obidve limity alebo ani jedna.]
n—oo

] Zmena kone¢ného poctu CIenOV postupnosti {an} =il neonIyan niektoré jej V|aStnOStI
[Kone&né zmeny: vynechanie ¢lenov, pridanie Elenov, zmeny hodnét Elenov, zmena poradia &lenov ap.]

e neovplyvni j; hromadné hodnoty,
e neovplyvni i konvergenciu, rsp. divergenciu.

o Zmena koneéného poctu élenOV prakticky znamena, ze pOdmienky platia:
@ az od nejakého nO € N, t. j. pre vsetky ne N, n Z no.
@ previetky NE N okrem konecného poctu clenov.

VO VseobecnOStI budeme tvrdenia pre postupnosti {an} =1 formulovat pre Vsetky Cleny an

V tomto zmysle tVrdenia pre pOStupnOStI ostand v platnosti, aj ked zmenime konecny pocet ich (\ElenOV.
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02 HH EHH Lim VPI VPII VPIIl VPIV

Limita postupnosti — Vlastnosti postupnosti

Existuje ||m dn = a, ac R*
n—o00

o g
< @ Pre kazdi podpostupnost (vybrand postupnost) {ak } __1 plati ||m ak = a.
nJn=1 n—oo "
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02 HH EHH Lim VPI VPII VPIIl VPIV

Limita postupnosti — Vlastnosti postupnosti

Existuje ||m dn = a, ac R*
n—o00

o 2
<= @ Pre kazdi podpostupnost (vybrant postupnost) {ak } plati ||| 1 ak = a.
nJn=1 . n

Existuje ||| a a, ‘E .
n
n—0o0

= o Pre vietky kEN plati ||m dn = ||m an_l’_k = 4a.
n—o0 n—o0

@ Specialne plati ||m dn = ||m an+1 = a.
n—oo n—oo
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02 HH EHH Lim VPI VPII VPIIl VPIV

Limita postupnosti — Vlastnosti postupnosti

Existuje ||m dn = a, ac R*
n—o00

o 2
<= @ Pre kazdi podpostupnost (vybrant postupnost) {ak } plati ||| 1 ak = a.
nJn=1 . n

Existuje ||| a a, ‘E .
n
n—0o0

= o Pre vietky kEN plati ||m dn = ||m an_l’_k = 4a.
n—o0 n—o0

@ Specialne plati ||m dn = ||m an+1 = a.
n—oo n—oo

° {%}%‘;1 —— 0. = pPrekazde KEN piati nlﬁ;o% = nlﬁ;om = ...

n—soo Ntk
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02 HH EHH Lim VPI VPII VPIIl VPIV

Limita postupnosti — Vlastnosti postupnosti

Existuje ||m a,,—a aGR*
n—o00

o 2
< @ Pre kazdi podpostupnost (vybrand postupnost) {ak } __1 plati ||m ak = a.
nJn=1 n—oo "

Existuje ||| a a, ‘E .
n
n—0o0

= o Pre vietky kEN plati ||m dn = ||m an_l’_k = 4a.
n—o0 n—o0

@ Specialne plati ||m dn = ||m an+1 = a.
n—oo n—oo

11 o - i 1_ 1 .= 1 _
] {I‘l}n:1 — O —> Pre kazdé kGN plati nlL)rTo]o n — nlL)rTo]o nrl = nlL)n;O ntk 0

Existuji pOdeStupnOStI (vybrané postupnosti) také, ze ||m ak # ||m a[

n—00

= o Neexistuje ||m a,,. [Postupnost ma aspori dve hromadné hodnoty a osciluje.]
n—o0
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02 HH EHH Lim VPI VPII VPIIl VPIV

Limita postupnosti — Vlastnosti postupnosti

Existuje ||m a,,—a aGR*
n—o00

o 2
< @ Pre kazdi podpostupnost (vybrand postupnost) {ak } __1 plati ||m ak = a.
nJn=1 n—oo "

Existuje ||| a a, ‘E .
n
n—0o0

= o Pre vietky kEN plati ||m dn = ||m an_l’_k = 4a.
n—o0 n—o0

@ Specialne plati ||m dn = ||m an+1 = a.
n—oo n—oo

11 o - i 1_ 1 .= 1 _
] {I‘l}n:1 — O —> Pre kazdé kGN plati nlL)rTo]o n — nlL)rTo]o nrl = nlL)n;O ntk 0

Existuji pOdeStupnOStI (vybrané postupnosti) také, ze ||m ak # ||m a[

n—00

= o Neexistuje ||m a,,. [Postupnost ma aspori dve hromadné hodnoty a osciluje.]
n—o0

@ Postupnost {(—l)n}n 1= { 1 ]. 1 1, .. } osciluje, pretoze {—1}(’)7021 — —1 a {1}20:1 — 1
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02 HH EHH Lim VPI VPII VPIII VPIV

Limita postupnosti — Vlastnosti postupnosti

{an}zozl —>, t. j. existuje ||_>m an = ac R
n—oo

= o {an} 2 i ohranitena.
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02 HH EHH Lim VPI VPII VPIII VPIV

Limita postupnosti — Vlastnosti postupnosti

= o {an} 2 i ohranitena.
Opacné tvrdenie neplati:

o {(_1)”}2021 E {—1,1,—1,1, . } je Ohraniéené, ale nekOnVergUJe. [Postupnost osciluje.]
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02 HH EHH Lim VPI VPII VPIII VPIV

Limita postupnosti — Vlastnosti postupnosti

= o {an} 2 i ohranitena.
Opacné tvrdenie neplati:
o {(-1)"}72, ={-11,—-1,1,...} i ohraniden3, u nekonverguje. [Postupost osclel |
—> @ Existuje podpostupnost {akn }Zo:]_ taka, ze [im akn = ac R. [D4 sa z nej vybrat konvergentna podpostupnost.]
n—00 )
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02 HH EHH Lim VPI VPII VPIII VPIV

Limita postupnosti — Vlastnosti postupnosti

= o {an} 2 i ohranitena.
Opacné tvrdenie neplati:

o {(_1)”}2021 E {—1,1,—1,1, . } je Ohraniéené, ale nekOnVergUJe. [Postupnost osciluje.]J

{an};, i ohranicena.

o0 -
= o Existuje podpostupnost {akn }nfl taka, ze ||m akn = ac R [Da sa z nej vybrat konvergentna podpostupnost.]
- n—oo
.
[e’e) 7
{an},; 24 = monoténna.
= o Existuje ||m anp = a, ac R y t.j. existuje ac R také, ze {an}n,I — a. [Postupnost ma limitu.]
n—o0 -

y
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02 HH EHH Lim VPI VPII VPIII VPIV

Limita postupnosti — Vlastnosti postupnosti

= o {an} 2 i ohranitena.
Opacné tvrdenie neplati:

o {(_1)”}2021 E {—1,1,—1,1, . } je Ohraniéené, ale nekOnVergUJe. [Postupnost OSC”UJE.])

{an};, i ohranicena.

= o Existuje podpostupnost {akn }231 taka, ze ||m akn = ac R [Da sa z nej vybrat konvergentna podpostupnost.]
- n—oo )
{an}72; i monoténna.
—> @ Existuje ||m anp = a, ac R*, t. j. existuje @ € R* také, ze {an}zil — a. [Postupnost ma limitu.]
n—o0 -
o » neohrani¢end = o {a,}72; — +o0.
o {an},— i neklesajica = zhora =
[e%) .
@ {an},_q e nerastlca . zdola .
{anknms neohrani¢end = o {ap} o ; — —o0.
y
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02 HH EHH Lim VPI VPII VPIII VPIV

Limita postupnosti — Vlastnosti postupnosti

= o {an} 2 i ohranitena.
Opacné tvrdenie neplati:

o {(_1)”}2021 E {—1,1,—1,1, . } je Ohraniéené, ale nekOnVergUJe. [Postupnost OSC”UJE.])

{an};, i ohranicena.

= o Existuje podpostupnost {akn}zil taka, ze ||m akn = ac R [Da sa z nej vybrat konvergentna podpostupnost.]
- n—oo )
{an}72; i monoténna.
—> @ Existuje ||m anp = a, ac R*, t. j. existuje @ € R* také, ze {an}zil — a. [Postupnost ma limitu.]
n—o0 -
o0 -
o {an},— i neklesajica = zhora L .
ohrani¢ena = o {an}ye; — acRr.
o {an};; i nerastiica . zdola
y
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02 HH EHH Lim VPI VPII VPIII VPIV

Limita postupnosti — Vlastnosti postupnosti

= o {an} 2 i ohranitena.
Opacné tvrdenie neplati:

o {(_1)”}2021 E {—1,1,—1,1, . } je Ohraniéené, ale nekOnVergUJe. [Postupnost OSC”UJE.])

{an};, i ohranicena.

= o Existuje podpostupnost {akn }231 taka, ze ||m akn = ac R [Da sa z nej vybrat konvergentna podpostupnost.]
- n—oo )
{an}72; i monoténna.
—> @ Existuje ||m anp = a, ac R*, t. j. existuje @ € R* také, ze {an}zil — a. [Postupnost ma limitu.]
n—o0 -
v 7 (0.9}
., neohrani¢end = e {ap},_; — +00.
o {an}7 1 i neklesajica a zhora {antoms
ohraniéena = o {an}oy — a€R.
[e'e) ,
@ {an},_q i nerastica = zdola .
{anknms neohrani¢end = o {ap} o ; — —o0.
y
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03 ZP1 ZPIl Pr PrGP VP VIP

Vypocet limit — Zakladné pravidla

{an}p=y, {bn}nZy =i |
nJfp=1- nJfn=1 su realne postupnosti.

@ Pre vietky nGN plati dp S bn. = o ||m dn < ||m bn (pokial limity existuja).
n—oo n—oo
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03 ZP1 ZPIl Pr PrGP VP VIP

Vypocet limit — Zakladné pravidla

{an}p=y, {bn}nZy =i |
nJfp=1- nJfn=1 su realne postupnosti.

@ Pre vietky nGN plati dp S bn. = o ||m dn < ||m bn (pokial limity existuja).
n—oo n—oo

@ Pre vietky nEN plati dp < bn. = o ||m dn S ||m bn (pokial limity existujd). <
n—o00 n—o00
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03 ZP1 ZPIl Pr PrGP VP VIP

Vypocet limit — Zakladné pravidla

00 o] ) )
{an}nzl, {bn} =1 st redlne postupnosti.

@ Pre vietky nGN plati dp S bn. = o ||m dn S ||m bn (pokial limity existuja).
n—oo n—oo

@ Pre vietky nEN plati dp < bn. = o ||m dn S ||m bn (pokial limity existujd). <
n—o00 n—o00
@ Pre {0}2021, {%}%il plati 0 < % pre vsetky ne N, ale n||—>r200 — nIL}rT;O% — 0
) 21 2 = c 2
@ prei{nt . in atr 1< N ety NEN, n>1, 2 lim n= lim n° = co.
re { }nfl { }n:1 plati pre vSetky ale e LU
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03 ZP1 ZPIl Pr PrGP VP VIP

Vypocet limit — Zakladné pravidla

00 o] ) )
{an}nzl, {bn} =1 s redlne postupnosti.

@ Pre vietky nGN plati dp S bn. = o ||m dn S ||m bn (pokial limity existuja).
n—oo n—oo

@ Pre vietky nEN plati dp < bn. = o ||m dn S ||m bn (pokial limity existujd). <
n—o00 n—o00
@ Pre {0};’“;1, {%}%il plati 0 < % pre vsetky ne N, ale n||_>n;o0 — nIL}rT;O% — 0
) 21 2 = c 2
@ prei{nt . in atr 1< N ety NEN, n > 1, 2 lim n= lim n° = oo.
re { }nfl { }n:1 plati pre vSetky ale e LU

{an}zozl, {Cn}zozlv {bn};o:l sU realne postupnosti.
@ Pre vietky nGN plati a,, § Cn S bn.

@ Basta lim a, = lim b, = a, a€ R*.
n—o0 n—o0
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03 ZP1 ZPIl Pr PrGP VP VIP

Vypocet limit — Zakladné pravidla

00 o] ) )
{an}nzl, {bn} =1 s redlne postupnosti.

@ Pre vietky nGN plati dp S bn. = o ||m dn S ||m bn (pokial limity existuja).
n—oo n—oo

@ Pre vietky ne N plati dp < bn. = o ||m dn S ||m bn (pokial limity existujd). <
n—o00 n—o0

00 1 1 . . 1

@ Pre {O}I‘I:l’ {E}%il plati 0 < n Pre vietky ne N, ale n||_>n;o0 — n||_>rgo 7 — 0
o . -

@ Pre {n}zozl, {n2}n:1 plati N < n2 pre vsetky ne N, n > 1, ale nll)ngon = nlL)rTgo n2 = OQ.
{an}zozl, {Cn}zozlv {bn};ozl st redlne postupnosti. [Veta o zovreti]
@ Pre vietky ne N plati a,, § Cn S bn.

o o = o Existuje ||m Cp aplati ||m Ch = a.
o taistia lim a, = lim b, = a, a€ R*. n—oo n—oo

n—o0 n—o0
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03 ZP1 ZPIl Pr PrGP VP VIP

Vypocet limit — Zakladné pravidla

00 o] ) )
{an}nzl, {bn} =1 s redlne postupnosti.

@ Pre vietky nGN plati dp S bn. = o ||m dn S ||m bn (pokial limity existuja).
n—oo n—oo

@ Pre vietky ne N plati dp < bn. = o ||m dn S ||m bn (pokial limity existujd). <
n—o00 n—o0
00 1 1 . . 1
@ Pre {O}I‘I:l’ {E}%il plati 0 < n Pre vietky ne N, ale n||_>n;o0 — n||_>rgo 7 — 0
o . -
@ Pre {n}zozl, {n2}n:1 plati N < n2 pre vsetky ne N, n > 1, ale nll)ngo n = nlL)rTgo n2 = OQ.
{an}zozl, {Cn}zozlv {bn};ozl st redlne postupnosti. [Veta o zovreti]
@ Pre vietky ne N plati a,, § Cn S bn.
o o = o Existuje ||m Cp aplati ||m Ch = a.
o taistia lim a, = lim b, = a, a€ R*. n—oo n—oo
n—o0 n—o0 )

Pre {i%}zil’ {Si:n}go:]_ a pre vetky n€N plati:. @ -1 S sin n S 1. = o —% S Si:n S %
sin n

= 0 0=—lim = lim (-1) < |lim 2 < |im 1 =0. = o lim sM2 =,

n—oo N n—o00 n—o00 n—o00 n—o0 )
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03 ZP1 ZPIl Pr PrGP VP VIP

Vypocet limit — Zakladné pravidla

{an}zozl, {bn}zil st redlne postupnosti, existuju nli—}mgc dn = a, n||_)n;C bn = b, kde a,bG R*
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03 ZP1 ZPIl Pr PrGP VP VIP

Vypocet limit — Zakladné pravidla

{an}zozl, {bn}zil st redlne postupnosti, existuju nli—}mgc dn = a, n||_)n;C bn = b, kde a,bG R*

@ Ak plati @ < b = @ Existuje noG N také, Ze pre vsetky ne N, n 2 I7() plati a,, < bl‘l-
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03 ZP1 ZPIl Pr PrGP VP VIP

Vypocet limit — Zakladné pravidla

{an}zozl, {b”}iil st redlne postupnosti, existuji nli—}mgc dn = a, nlL)n;C bn = b, kde a,bG R*

@ Ak plati @ < b = @ Existuje noG N také, Ze pre vsetky ne N, n 2 n() plati a,, < bl‘l-

{an}n:]_l {bn}n:]_ sl redlne postupnosti. [Zakladné pravidl4 pre vypocet limit.]

e ceR, lim a,=a, lim b,=0>b, a,be R*.
n—oo n—00
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03 ZP1 ZPIl Pr PrGP VP VIP

Vypocet limit — Zakladné pravidla

{an}zozl, {b”}iil st redlne postupnosti, existuji nli—}mgc dn = a, nlL)n;C bn = b, kde a,bG R*

@ Ak plati @ < b = @ Existuje noG N také, Ze pre vsetky ne N, n 2 n() plati a,, < bl‘l-

{an}n:]_l {bn}n:]_ sl redlne postupnosti. [Zakladné pravidl4 pre vypocet limit.]

@ CE R, n[)n;o dn = a, nlL)rTclo bn = b, a,bE R* —> (Pokial maji prisluiné vyrazy zmysel.)
* i (eran) = e fim g =cra o Jim,lonl = | fim, 2] = I
o lim (aptby)= lim a5 + lim by=a+b. o lim =1 =1
n—00 n—00 n—o0 n—o0 ©n A Lok
. . i . s lim a, 5
o lim (ap-bp) = lim a,- lim b,=a-b. o lim fo = — 2
n—o00 n—00 n—00 n—o0 Pn Ao %
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03 ZP1 ZPIl Pr PrGP VP VIP

Vypocet limit — Zakladné pravidla

{an}zozl, {b”}iil st redlne postupnosti, existuji nli—}mgc dn = a, nlL)n;C bn = b, kde a,bG R*

@ Ak plati @ < b = @ Existuje noG N také, Ze pre vsetky ne N, n 2 n() plati a,, < bl‘l-

{an}n:]_l {bn}n:]_ sl redlne postupnosti. [Zakladné pravidl4 pre vypocet limit.]

@ CE R, n[)n;o dn = a, nlL)rTclo bn = b, a,bE R* —> (Pokial maji prisluiné vyrazy zmysel.)
o lim (c-ap)=c- lim a,=c-a. o lim |a,| :‘ lim a,| = |al.
n—o0 n—o0 n—o0 n—o0
o lim (aptby)= lim a5 + lim by=a+b. o lim =1 =1
n— 00 n— 00 n—00 n—o0 ©n Al (2
. . i . s lim a, 5
o lim (ap-bp) = lim a,- lim b,=a-b. o lim 22 = 22— — 2
n—00 n—00 n—o00 n—oo Pn A (2
£
o lim (vVn+1—+/n)= lim vn+1— lim v/n=00—00=".
n%oo( \/>) n—o0 nHOO\/;
[Postup neméZeme pouZzit, pretoze rozdiel co oo nevieme vypoditat.]
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03 ZP1 ZPIl Pr PrGP VP VIP

Vypocet limit — Zakladné pravidla

{an}n_l {bn} —1 st realne postupnosti, existujd ||m dn = a, ||m bn = b, kde a,bG R*
n—0o0 n—oo

@ Ak plati @ < b = @ Existuje noG N také, Ze pre vsetky ne N, n 2 n() plati a,, < bl‘l-

{an} =1 {bn} —1 st redlne postupnosti. [Zakladné pravidl4 pre vypocet limit.]

@ CE R, n[)n;o dn = a, nlL)rTclo bn = b, a,bE R* —> (Pokial maji prisluiné vyrazy zmysel.)
* i (eran) = e fim g =cra o Jim,lonl = | fim, 2] = I
o lim (aptby)= lim a5 + lim by=a+b. o lim =1 =1
n—00 n—00 n—o0 n—o0 ©n A Lok
. . i . s lim a, 5
o lim (ap-bp) = lim a,- lim b,=a-b. o lim fo = — 2
n—o00 n—00 n—00 n—o0 Pn Ao %

0 iz, (/AR = /) = fig, /m=EE = i, ofn = o0 = e =T

[Postup neméZeme pouZzit, pretoze rozdiel co oo nevieme vypoditat.]
: : Vntl+yn _nt+l—n
A lim (v/n —+/n) = lim (v/n —+/n lim
© n—o0 ( + \/>) n—o00 ( + f) vn+1 +\f n—o0 \/n—l— ++v/n
=1 _9p

= |im =
n—>oo vn+l +f OOJFOO c9
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ZP1 ZPIl Pr PrGP VP VIP

Vypocet limit — Priklady
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ZP1 ZPIl Pr PrGP VP VIP

Vypocet limit — Priklady

Vypoditajte ||m nq, kde qE R
n—o0

e g=0.

e g>0.

e g<O.
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ZP1 ZPIl Pr PrGP VP VIP

Vypocet limit — Priklady

Vypoditajte ||m nq, kde qe
n— 00

0g=0. = lim n?= lim n"°= lim 1 =1.
n—o00 n—oo n—o00

*) q> 0 = nq < (n+1)q pre vsetky I‘IEN

= postupnost { N9} 1 je rastdca » neohrani¢end zhora. = lim n9 = cc.
- n—o0o

_ f 9 — |jm L —_1 _ 1 _
0 g<0. = q>0.:>n||_>ngon _nlngo"’q_nﬁngo"‘q_oo_o'
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ZP1 ZPIl Pr PrGP VP VIP

Vypocet limit — Priklady

Vypoditajte

0g=0. = lim n?= lim n"°= lim 1 =1.
n—o00 n—oo n—o00

*) q> 0 = nq < (n+1)q pre vsetky I‘IEN

= postupnost { N9} 1 je rastdca » neohrani¢end zhora. = lim n9 = cc.

n— oo
n—00 n—00 Jim )
o lim n9 o lim n79 = lim L
n— oo n—o0 n—oo N
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ZP1 ZPIl Pr PrGP VP VIP

Vypocet limit — Priklady

Vypoditajte ||m nq, kde qe
n— 00

0g=0. = lim n?= lim n"°= lim 1 =1.
n—o00 n—oo n—o00

*) q> 0 = nq < (n+1)q pre vsetky I‘IEN

= postupnost { N9} 1 je rastdca » neohrani¢end zhora. = lim n9 = cc.

n—o00
09g<0.= —qg>0.= limni=lim - =—1_.=1=0
' ' n—00 n—oo N7 Jim n=d oo '
>

O preq<0, 0 preq>0, t.j.—qg <0,

i q9 — re = i -9 — 1 i: re = i —g =

onlngon 1 weqg=0, onIergon nlngonq 1 e qg=0,ctj—q=o,

OOpreq>O. OOpreq<0,tj7q>0.
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ZP1 ZPIl Pr PrGP VP VIP

Vypocet limit — Priklady

Vypotitaite 1M N9, kde qc
n—o0

0g=0. = lim n?= lim n"°= lim 1 =1.
n—o00 n—oo n—o00

o q> 0 == nq < (n+1)q pre vsetky I‘IEN

= postupnost { N9} 1 je rastdca » neohrani¢end zhora. = lim n9 = cc.

n—o00
09g<0.= —qg>0.= limni=lim - =—1_.=1=0
' ' n—00 n—oo N7 Jim n=d oo '
>

0 preq<0, 0 preq>0, t.j.—qg <0,

i q9 — re = i -9 — 1 i: re = i —g =

onlngon 1 weqg=0, onILngon nlngonq 1 e qg=0,ctj—q=o,

OOpreq>O. OOpreq<0,tj7q>0.

o)
{an}n_l je postupnost.

Potom plati: @ ||m an = O = o ||m ’an| = 0
n—o0 n—oo
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03 ZP1 ZPIl Pr PrGP VP VIP

Vypocet limit — Geometricka postupnost

s n
Vypoéitajte ||m a , kde @ = R [Limita geometrickej postupnosti]
n— 00
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03 ZP1 ZPIl Pr PrGP VP VIP

Vypocet limit — Geometricka postupnost

s n
Vypoéitajte ||m a , kde @ = R [Limita geometrickej postupnosti]
n— 00

ea=1
0 ae(—-1;1)
ea=-1
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03 ZP1 ZPIl Pr PrGP VP

Vypocet limit — Geometricka postupnost

Vypoéitajte ||m an, kde € R [Limita geometrickej postupnosti]
n— 00
(] aE(l, OO) = an < an+1 pre vietky N € N = o ||m an = Q.
n—o0
0321. :>an:1prev§etky nEN = o ||m a":1.
n—oo
] aG(—l, 1) = |an| > |a"+1| pre vietky ne N = o ||m an = 0
n—oo
e a=-—1. = a2k = 1, a2k+1 =—-1 pre vietky kE N = o ||m a" neexistuje.
n—o0o
[Hromadné hodnoty E = {—1,1}, postupnost {a"}7 ; osciluje.]
("] aE(—OO, _1) = 32k — 00, 32k+1 —> —OQ pre vietky kGN = o ||m an neexistuje.
n—o0
[Hromadné hodnoty E = {—c0,00}, postupnost {a"}7° ; osciluje.]
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03 ZP1 ZPIl Pr PrGP VP

Vypocet limit — Geometricka postupnost

Vypoéitajte ||m an, kde € R [Limita geometrickej postupnosti]
n— 00
(] aE(l, OO) = an < an+1 pre vietky N € N = o ||m an = Q.
n—o0
0321. :>an:1prev§etky nEN = o ||m a":1.
n—oo
] aG(—l, 1) = |an| > |a"+1| pre vietky ne N = o ||m an = 0
n—oo
e a=-—1. = a2k = 1, a2k+1 =—-1 pre vietky kE N = o ||m a" neexistuje.
n—o0o
[Hromadné hodnoty E = {—1,1}, postupnost {a"}7 ; osciluje.]
("] aE(—OO, _1) = 32k — 00, 32k+1 —> —OQ pre vietky kGN = o ||m an neexistuje.
n—o0
[Hromadné hodnoty E = {—c0,00}, postupnost {a"}7° ; osciluje.]

00 pre @€ (1; 00), — 00 pre € (1;00),
1 pre & = 1, _>1 prea:].,
lim a" = ¢ i pesumest o & OO_
° h—oo 0 pre 36(—1, 1), p { }nil — 0 pre aE(—l, 1),

B o a€(—00; —1). osciluje pe a€ (—o0; —1).
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03 ZP1 ZPIl Pr PrGP VP VIP

Vypocet limit — Vlastnosti postupnosti

(0.9]
{an}nzl je redlna postupnost taka, ze an > 0 pre vietky € N

. . a
= o lim y/a,= lim ot
n—o0 n—o0 n

(pokial limity existuja).
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03 ZP1 ZPIl Pr PrGP VP VIP

Vypocet limit — Vlastnosti postupnosti

(0.9]
{an}nzl je redlna postupnost taka, ze an > 0 pre vietky € N

. . a
= o lim y/a,= lim ot
n—o0 n—o0 n

(pokial limity existuja).

o0 . sk
{an}n_l je redlna postupnost taka, ze an 2 0 pre vietky I 6 N, existuje ||m \/ a,, — a, a e R 5
i n— o0

@ Akplat: a< 1. = o lim a,=0. @ Akpat: @ > 1. = o lim a, = .
n—o0 n—o0

[Pre a =1 vo vieobecnosti nevieme rozhodnit o limite postupnosti {a,}ne;.]
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03 ZP1 ZPIl Pr PrGP VP VIP

Vypocet limit — Vlastnosti postupnosti

alna postupnost taka, ze an > 0 pre vietky € N

. . a
= o lim y/a,= lim ot
n—o0 n—o0 n

(pokial limity existuja).

o0 . sk
{an}n_l je redlna postupnost taka, ze an 2 0 pre véetky N 6 N, existuje ||m ,/ an — a, a e R .
i n— o0

@ Akplat: a< 1. = o lim a,=0. @ Akpat: @ > 1. = o lim a, = .
n—o0 n—o0

[Pre a =1 vo vieobecnosti nevieme rozhodnit o limite postupnosti {a,}ne;.]

) 3 an+1 *
{an}n,1 je readlna postupnost taka, ze an > 0 pre véetky N 6 N, existuje ||m % == a, a e R o
— n—c

oo 9n

@ Akpat: a< 1. = o lim a,=0. @ Akpat: @ > 1. = o |lim a, = oo.
n—00 n—00

[Pre a =1 vo v3eobecnosti nevieme rozhodnit o limite postupnosti {a”},::l ]
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03 ZP1 ZPIl Pr PrGP VP VIP

Vypocet limit — Vlastnosti postupnosti

alna postupnost taka, ze an > 0 pre vietky € N

. . a
= o lim y/a,= lim ot
n—o0 n—o0 n

(pokial limity existuja).

o0 . sk
{an}n_l je redlna postupnost taka, ze an 2 0 pre vietky I 6 N, existuje ||m \/ a,, — a, a e R 5
i n— o0

@ Akplat: a< 1. = o lim a,=0. @ Akpat: @ > 1. = o lim a, = .
n—o0 n—o0

[Pre a =1 vo vieobecnosti nevieme rozhodnit o limite postupnosti {a,}ne;.]

) 3 an+1 *
{an}n,1 je readlna postupnost taka, ze an > 0 pre véetky N 6 N, existuje ||m % == a, a 6 R o
— n—c

oo 9n

@ Akpat: a< 1. = o lim a,=0. @ Akpat: @ > 1. = o |lim a, = oo.
n—00 n—00

[Pre a =1 vo vdeobecnosti nevieme rozhodniit o limite postupnosti {a,}n; ]

00 . ant1 0
Pre vsetky nasledujiice postupnosti {an}n_l plati ||m Gistl — ||m \n/ a,, = 1, ale:
= n—o0 @n n—00

o {1}20:1 — 1, {%}2021 — 0, {"Tlg Zil — O postupnosti konverguji

° {n}zo:]_ — 00, {nz}io:]_ —> OO postupnosti diverguji.
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03 ZP1 ZPIl Pr PrGP VP VIP

Vypocet limit — Dolezité limity

D6|eflté ||m|ty (Naspamit!):

im o/n — im 73— : 1,01, 4 1) _
°n||_>nc1>o\/ﬁ—1 °n||_>n;o\/5—1prea>0 0n||_>n;o(l+1!+2!+ aF )—e-

o lim W:oo. o lim (1—1—%)":6. o lim (1—1—%)”:63 e AER.
n—o00 n—o0 n—o0

o lim %:O. ° |i_>rrgon(\”/§—1):1. Onli_ETgon(\’VE—l)zlnaprea>O.

n—o0 n
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03 ZP1 ZPIl Pr PrGP VP VIP

Vypocet limit — Dolezité limity

D6|eflté ||m|ty (Naspamit!)
1y =e

. - - 1 1
o lim /n=1. o lim Va=1 > 0. o Im (1+=+5+---+
n—o0 \[ n—o0 \[ pres n—o0 ( 1! 2! n!
o a n a n
o lim v/nl=00. e lim (1—1—1) —e. o lim (14 2)" =e? peacr.
n—o0 n—o0 n n—o0 ”
. | a g
o lim & =0. o lim n(v/e—1)=1. o lim n(/a—1)=1Ina 0.
n—oo N" n—00 (\[ ) n—00 (\f ) el )
lim -2
n—oo v/n!
Yy
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03 ZP1 ZPIl Pr PrGP VP VIP

Vypocet limit — Dolezité limity

D6|eflté ||m|ty (Naspamit!)

o lim /n=1. o lim Va=1 > 0. o Ilm (1+5+5+---+ =) =e.
n—00 \[ n—oo \[ e n—o00 ( u 2! ”!)
o a n a n
o lim v/nl=00. o lim (1+ 1) —e. o lim (14 2)" =e? peacr.
n—o00 n—00 i n—00 ”
. ] . g
o lim & =0. o lim n(v/e—1)=1. o lim n(/a—1)=1Ina 0.
n—oo N" n—00 (\[ ) n—00 (\f ) el )
lim —
n—oo Vn!
n n
Oznaéme dp = % pre NE N Pre postupnost {an}zil = {%}20:1 plati:
s _ BT _ (0 () () dyn iy 2 i (14 1) —e
®* e T T (i) T T T n) ? 0% an oo n/ =
Yy
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03 ZP1 ZPIl Pr PrGP VP VIP

Vypocet limit — Dolezité limity

6|e2|té ||m|ty (Naspamit!)

im o/n — im 73— : 1,01, 4 1) _
°n||_>nc1>o\/ﬁ—1 °n||_>n;o\/5—1prea>0, 0n||_>n;o(l+1!+2!+ aF )—e-

o lim W:oo. o lim (1—1—%)":& o lim (1—1—%)”:63 e AER.
n—o00 n—o0 n—o0

o lim %:O. ° |i_>rrgon(\”/§—1):1. onli_>n;on(\’75—1):|naprea>o.

n—o0 n

lim

n—o0

n" 0 n"
Oznaéme dp = T pre ne N Pre postupnost {an}n:1 = {F}(;O:]_ plati:

(n+1)m+1 7
ant1 (ot _ (n+1)"™t  (n41)" 1\n . antl _ | 1\n _
c TR T wem = e = () fim S = im ()T =
= o y/a, = = . lim Va, = |lim - edstue.
n Unl ° nsoo n n—oo Vn! s
o 5 o ant1
= o lim a,= lim = = lim = —=e
n—oo ¥ " nsoo Unl T psoo
‘Limita me\ 1—‘ existuje, potom existuje aj limita ﬂlim V/an a rovnaji sa, t. j. qhm % = Whm /an

4
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Prl Prll Prlll PriV PrV

RieSené priklady — Priklad

pre ac R
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Prl Prll Prlll PriV PrV

RieSené priklady — Priklad

pre ac R

o0

a” 00 a”
Oznaéme an — m pre ne N Pre postupnost {an}nzl — {m}zoil plati:

. . n .
0a=0 = lim a,= lim & = lim 0=0.
n—o0 n—oo M n—o0
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Prl Prll Prlll PriV PrV

RieSené priklady — Priklad

pre ac R

n n
Oznaéme an — % pre ne N Pre postupnost {an}zo:]- — {%}20:]_ plati:
- - n -
0a=0 = lim a,= lim & = lim 0=0.
n—o0 n—oo n—o0
n

a
& > 0.

@ a # 0 = Pre vsetky nGN plati |a,,| = |%’;| =
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Prl Prll Prlll PriV PrV

RieSené priklady — Priklad

pre ac R

a” 00 a”
Oznaéme an — m pre ne N Pre postupnost {an}nzl — {m}zoil plati:

. . n .

0a=0 = lima,= lim & = lim 0=
n—o0 n—oo M n—o0
n n
@ a # 0 = Pre vietky nGN plati |a,,| = |% = |‘,91‘| > O
\a|"+1
i lanta] o (o) ; |a| |a| :
o lim = lim = lim =52 =0<1. = lim |a,| =0.
n—oo lan| n—00 |71||" n—oo N+1 ES n%oo‘ n’

[1. rieSenie.]
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Prl Prll Prlll PriV PrV

RieSené priklady — Priklad

pre ac R

n n
Oznaéme an — % pre ne N Pre postupnost {an}zo:]- — {%}20:]_ plati:
- - n -
0a=0 = lim a,= lim & = lim 0=0.
n—o0 n—oo n—o0

n n
@ a # 0 = Pre vietky nGN plati |a,,| = |%| = |‘,91‘| > O
\a|"+1
|ant1] (1) i al |al '
o lim = lim = lim = L& = 1. lim |a,| = 0.
n—oco |anl n—oo 12 n—oo Nt1 oo 0< = n%oo‘ n’ 0
o lim {/|as| = lim { 2l lim L=l o<1 = |im lan| =0
n— n—oo Vn! o0

[1. rieSenie.]

2. rieenie.]
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Prl Prll Prlll PriV PrV

RieSené priklady — Priklad

n
% pre A€ R
n n
Oznaéme an — % pre ne N Pre postupnost {an}zo:]- — {%}20:]_ plati
. . n .
e a=0 = I|m By = I|m %: I|m 0=0.
n
@ a # 0 = Pre vietky nGN plati |a,,| = |n|| = |‘,91‘| > O
\a|"+1
im el oy Ger lal _ [al .
(] nll~>nc10 ‘3"‘ = nILE]gO |a|" = nlL)ngO 1~ o O < 1 —> ||m ‘an’ = 0 [1. rieSenie.]
n
o lim Vlan| = Jim_ ‘;! n||_>rrc1>on—m = % =0<1. = lim |a,| =0 2. riesenie.]
@ Zwolme kK € N tak, aby |a\ < k, tj % < 1. = previetky NEN, n > k plati
_1a” _ 1, |a 1 la" _ 1 fal" _ 1 kK a|" _ Kk lalyn
0 < [an] = nl = kI (k+1)-n S K kok = KU knk = KR knk — kl'(T)
. k n k
= 0 < ||m ’an’ m % (%) = % 0 S 0 = ||m ’an’ = [3. riesenie.]
— 00 —00 n—oo
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Prl Prll Prlll PriV PrV

RieSené priklady — Priklad

n n
Oznaéme an — % pre ne N Pre postupnost {an}zo:]- — {%}20:]_ plati:
. . n .
e a=0 = I|m By = I|m %: I|m 0=0.
n
@ a # 0 = Pre vietky nGN plati |a,,| = |n|| = |‘,91‘| > O
\a|"+1

. an+1 . +1)! a a

o Jim S = n"i‘go G = Jim = E=0<1 = im Jal =07
n
a n a | _ |i _ ] _ .
o lim Vlan| = Jim 5 = lim L =5 =0<1 = n||_>rrc1>0]a,,] =0. 2. riesenie.]
@ Zwolme kK € N tak, aby |a\ < k, tj % < 1. = previetky NEN, n > k plati
S T 1 dal” o1 al” 1 kK A" _ kK ([alyn
0<lan| ="r =5 krl)n <k kok = K kK = KKK Gk = KT (%)
. k n k o
= 0 S ||m ’an’ S m %(%) = %0 S 0 = ||m ’an’ = [3. riesenie.]
n—oo n—oo °* : n—oo
- . . n - o
= @ ||m ’an| = ||m a,, = ||m % = 0 rPlatl': HIim\ a,=0 <—>MHm\ an| U,
n—oo n— o0 n—o0o )
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Prl Prll Prlll PriV PrV

RieSené priklady — Priklady

pe a>0, a#e.

e @ >0, a> 0.
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Prl Prll Prlll PriV PrV

RieSené priklady — Priklady

X pre A > @,
0 pre d < e.

an!
Ozna¢me dp = o Pre neN. pe vietky N & N plati:

a"(n+1)! n
o il _ (it a(n+1)n" _  ap" a(-n )” =z 1 _ _a
W =z = e - ey - 2Gh) = AnT) S @
. . B - . OO pre 4 > €,
= lim 22t — |im 2 zé.i{i/”“/ﬂ:o lim an:{ g’
n—oo @n n—oo (14+)" € s<lprea<e n—o00 0 pea<e.
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RieSené priklady — Priklady

X pre A > @,
0 pre d < e.

an!
Ozna¢me dp = o Pre neN. pe vietky N & N plati:

a"(n+1)!

o 2ntl — (iDm a(n+)n" _ _an" _ a L)n = a L+ " _a
W = zm = i = Grp - 2l = A nT) S @
. . B - . OO pre 4 > €,
= lim 2t = |im —&—- =2 i{i/“’“/ﬂ:o lim an:{ ’
n—oo @n n—oo (14+)" € s<lprea<e n—00 0 pea<e.

n9 o0 n9\ co
Ozna¢me dp = a7 Pre ne N Pre postupnost {an}n:]_ = {?}n:]. plati:

ea=1 = lim a, = lim n9 = .
n—o0 n—o0

beerb@frcatel.fri.uniza.sk
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Prl Prll Prlll PriV PrV

RieSené priklady — Priklady

X pre A > @,
0 pre d < e.

an!
Ozna¢me dp = o Pre neN. pe vietky N & N plati:

2™ (01! . n
a1 _ eyt a(nt)n” _ an” = a(L)" = a 2 _ _ a
an a”;g! = ()" — (nt1)" — n+1 - 1+% - (1+%)n-
. . 2 5 . OO pre 4 > €,
= lim 22t — |im %zﬁ.i{i 1"“"/}:0 lim an:{ g’
n—oo an n—o00 (]__J,_;)n e 2<lprea<e n—o00 0 pre @ < €.
X pre q > 0
O pre > 0
q q
Ozna¢me dp = % pre NE N Pre postupnost {an}zozl = {%}2021 plati:
ea=1 = I|m ap, = lim n9 = 0.
n—o00
— nfns _ (Yn)? ; _ i MY 19 1
e aFl = ya, =/ =5 .énll_ggo,"/an—nll_)ngo =5 =
l>1prea<i o &Y prea<1,
é[; ! }éohman:
;<lprea>1 n—oo 0 pre d > ].
y

beerb@frcatel.fri.uniza.sk https:/ /frcatel.fri.uniza.sk /users/beerb


mailto:beerb@frcatel.fri.uniza.sk
https://frcatel.fri.uniza.sk/users/beerb

04 Prl Prll Prlll PriV PrV

Riesené priklady — Rekurentna postupnost

o
Vypoditajte limitu postupnosti {an}n:1 zadanej rekurentne 31 = 1, an+1 = WV an "‘ 6, ne N
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04 Prl Prll Prlll PriV PrV

Riesené priklady — Rekurentna postupnost

o
Vypoditajte limitu postupnosti {an}n:1 zadanej rekurentne 31 = 1, an+1 = WV an "‘ 6, ne N

Oznaéme ||m a,, = ad. Pre vietky I'IEN plati a%+1 = an + 6
n—o0
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04 Prl Prll Prlll PriV PrV

Riesené priklady — Rekurentna postupnost

o
Vypoditajte limitu postupnosti {an}n:1 zadanej rekurentne 31 = 1, an+1 = WV an "‘ 6, ne N

Oznaéme ||m a,, = ad. Pre vietky ne N plati a%+1 = an + 6 Potom plati:
n—o0

2

0 a’=lim a2= lim a2, = lim (a,+6)=a+6,7. a>=a+6.
n—oo n—oo n—oo

= @ ajekoreﬁomrovnice 32—3—6: (3—3)(a+2):0 = @ a:3a\ebo a= _2

[Korefi a = —2 < 0 nevyhovuje, pretoze vietky a, st kladné, t. j. a, > 0.]

= o Ilim dn = 3 (pokial existuje).
n—o0o

Musime ukazat existenciu limity. = Ukazeme, ze {a”}::l je zhora ohranicend a rastiica.
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04 Prl Prll Prlll PriV PrV

Riesené priklady — Rekurentna postupnost

o
Vypoditajte limitu postupnosti {an}n:1 zadanej rekurentne 31 = 1, an+1 = WV an "‘ 6, ne N

Oznaéme ||m a,, = ad. Pre vietky ne N plati a%+1 = an + 6 Potom plati:
n—o0

0 a’=lim a2= lim a2, = lim (a,+6)=a+6,7. a>=a+6.
n—oo n—oo n—oo

= @ ajekoreﬁomrovnice 32—3—6: (3—3)(a+2):0 = @ a:3a\ebo a= _2

= o ||m dn = 3 (pokial existuje). [Korefi a = —2 < 0 nevyhovuje, pretoze vietky a, st kladné, t. j. a, > 0.]
n—o0o

Musime ukazat existenciu limity. = Ukazeme, ze {a”}::l je zhora ohranicend a rastiica.

{an}zo:]_ je Zhora Ohraniéené, t.j. dn < 3 pre ne N [Dékaz matematickou indukciou.]

[Krokl Ja1 =1<3, a2=+va1+6=v1+6</3+6=3.
ak < 3 pre kEN (Indukény predpoklad.) = ak+1 = \/ak+6 < \/3+6 = 3 pre k+1
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04 Prl Prll Prlll PriV PrV

Riesené priklady — Rekurentna postupnost

o
Vypoditajte limitu postupnosti {an}n:1 zadanej rekurentne 31 = 1, an+1 = WV an "‘ 6, ne N

Oznaéme ||m a,, = ad. Pre vietky ne N plati a%+1 = an + 6 Potom plati:
n—o0

0 a’=lim a2= lim a2, = lim (a,+6)=a+6,7. a>=a+6.
n—oo n—oo n—oo

= @ ajekoreﬁomrovnice 32—3—6: (3—3)(a+2):0 = @ a:3a\ebo a= _2

= o ||m dn = 3 (pokial existuje). [Korefi a = —2 < 0 nevyhovuje, pretoze vietky a, st kladné, t. j. a, > 0.]
n—o0o

Musime ukazat existenciu limity. = Ukazeme, ze {a”}::l je zhora ohranicend a rastiica.

] {an}iozl Jje Zhora Ohraniéené, t.j. dn < 3 pre NE N [Dékaz matematickou indukciou.]

[Krokl Ja1 =1<3, a2=+va1+6=v1+6</3+6=3.
ak < 3 pre kEN (Indukény predpoklad.) = ak+1 = \/ak+6 < \/3+6 = 3 pre k+1
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04 Prl Prll Prlll PriV PrV

Riesené priklady — Rekurentna postupnost

Vypoditajte limitu postupnosti {an}'ni)o:l zadanej rekurentne 31 = 1, an+1 = WV an + 6, ne N

Oznaéme ||m a,, = ad. Pre vietky ne N plati a%+1 = an + 6 Potom plati:
n—o0

0 a’=lim a2= lim a2, = lim (a,+6)=a+6,7. a>=a+6.
n—oo n—oo n—oo

= @ ajekoreﬁomrovnice 32—3—6: (3—3)(a+2):0 = @ a:3a\ebo a= _2

= o ||m dn = 3 (pokial existuje). [Korefi a = —2 < 0 nevyhovuje, pretoze vietky a, si kladné, t. j. a, > 0.]
n—o0o

Musime ukazat existenciu limity. = Ukazeme, ze {a”};il je zhora ohranicend a rastiica.

] {an} —1 e Zhora Ohrar"cena, t.j. dp < 3 pre NE N [Dékaz matematickou indukciou.]

[Krokl Ja1 =1<3, a2=+va1+6=v1+6</3+6=3.
ak < 3 pre kEN (Indukény predpoklad.) = ak+1 = \/ak+6 < \/3+6 = 3 pre k+1

o {an}zo:]_ je rastl’]ca (an < apt1 pre n€N). [Pre n€ N plati a, > 0, a, —3 < 0]

Pre vsetky nEN plati a%_a%+1232_(an+6):a2_an_6
= (an+2)(ap—3) < 0. = a2 <an+1 :>a,,<a,,+1
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04 Prl Prll Prlll PriV PrV

RieSené priklady — Periodické cislo

Uréte limitu postupnosti {an}n 1= {0 2 O 23 O 233 }
t. j. vyjadrite ako zlomok periOdiCké (\fI/S|O 0,23
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04 Prl Prll Prlll PriV PrV

RieSené priklady — Periodické cislo

Urcte limitu postupnosti {an}n 1= {0,2, O 23 O 233 }
t. j. vyjadrite ako zlomok periOdiCké (\fI/S|O 0,23

Periodické (VZI/S|0 moézeme vyjadrit ako sucet nekonecného geometrického radu:

e 0,23 =0,23333...=0,2+ 0,03 + 0,003 + 0,0003 + 0,00003 + - - -
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04 Prl Prll Prlll PriV PrV

RieSené priklady — Periodické cislo

Urcte limitu postupnosti {an}n 1= {0,2, O 23 O 233 }
t. j. vyjadrite ako zlomok periOdiCké (\fI/S|O 0,23 = 370

Periodické (VZI/S|0 moézeme vyjadrit ako sucet nekonecného geometrického radu:

e 0,23 =0,23333... = 0,2 + 0,03 + 0,003 + 0,0003 + 0,00003 + - - -
=02+ t+intim it
:£+i.(1+L+L+L+...

10 102 10! 102 103

o Geometricky rad s kvocientom q
{1 g+@+-+q"+-- =

_ 2,3 . 1 _ 2,3 1_2, 3 _ z

ST LT TP 3 T 10 09 =3t 3=

a= 0,23= 0,2333...
10a= 23 = 2,3333...
100a = 23,3 =23,3333...
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04 Prl Prll Prlll PriV PrV

RieSené priklady — Periodické cislo

Urcte limitu postupnosti {an}n 1= {0,2, O 23 O 233 }

t. j. vyjadrite ako zlomok periOdiCké (\fI/S|O 0,2§

Periodické Cislo mezeme vyjadrit ako scet nekonetného geometrického radu:

e 0,23 =0,23333... =0,2+ 0,03 + 0,003 + 0,0003 + 0,00003 + - - -
=024+ttt
— 1% o+ % . (1+ %01 4 # + 17(1)3 +) _ { Geometricky rad s kvocientom g

1+q+P++q"+- =
-2, 3 1 _ 2, 3 1 _ 2 3 _ 6 , 1 _ 7
=10 T 102 1_%_10"1'102 %_10+10-9_30+30_30'

Iné riesenie.

° a= 023= 0,2333...
o 10a= 23 = 2,3333...
e 1002 =23,3 =23,3333...

= 100a — 10a = 23,3333 --- —2,3333 - - -
=23 -2=21.

= 21 =100a — 10a = 90a. =a = 5 = 26 = &
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04 Prl Prll Prlll PriV PrV

RieSené priklady — Periodické cislo

Urcte limitu postupnosti {an}n 1= {0,2, O 23 O 233 }
t. j. vyjadrite ako zlomok periOdiCké (\fI/S|O 0,23 = 370

Periodické (VZI/S|0 moézeme vyjadrit ako sucet nekonecného geometrického radu:

e 0,23 =0,23333... = 0,2+ 0,03 + 0,003 + 0,0003 -+ 0,00003 + - - -
=02+ t+intim it

_ l i . i i i . . Geometricky rad s kvocientom g
=t QA+t tot —L B
-2 4,3 1 _ 2, 3 1 _ 2 3 _ 7
ST LT TP 3 T 10T 09 5 =313 =

° a= 023= 0,2333...
o 10a= 2,3 = 2,3333...
e 100a = 23,3 = 23,3333...

= 100a — 10a = 23,3333 --- —2,3333 - - -
=23 -2=21.

= 021 =100a—10a=90a. = o a= 3 = 26 = &
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04 Prl Prll Prlll PrliV PrV

RieSené priklady — Kochova vlocka

Vypoditajte dlzku d obvodu KOChOVGJ VIOéky
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04 Prl Prll Prlll PrliV PrV

RieSené priklady — Kochova vlocka

Vypoditajte dlzku d obvodu KOChOVGJ VIOéky

o Kazdl GseCku rozdelime na tri rovnaké tsecky.

("] Stredné z ﬁseéiek sa zdvojnasobi
na dve strany Fovnostranného trojuholnika.
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04 Prl Prll Prlll PrliV PrV

RieSené priklady — Kochova vlocka

Vypoditajte dlzku d obvodu KOChOVGJ VIOéky

o Kazdl GseCku rozdelime na tri rovnaké tsecky.

("] Stredné z ﬁseéiek sa zdvojnasobi
na dve strany Fovnostranného trojuholnika.

o Povodna tisetka s ziesi 0 tretinu, «j bue 3-krat dlhSia.

] ObVOd V|O(\fky d sa po kazdom konstrukénom kroku zvacsi %—krét

ozatme Obvod pociatoéného trojuholnika d.
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04 Prl Prll Prlll PrliV PrV

RieSené priklady — Kochova vlocka

Vypoditajte dlzku d obvodu KOChOVGJ VIOéky

o Kazdl GseCku rozdelime na tri rovnaké tsecky.

("] Stredné z ﬁseéiek sa zdvojnasobi
na dve strany Fovnostranného trojuholnika.

o Povodna tisetka s ziesi 0 tretinu, «j bue 3-krat dlhSia.

] ObVOd V|O(\fky d sa po kazdom konstrukénom kroku zvacsi %—krét

@ omatme Obvod pociatoéného trojuholnika d.

Po prvom kroku bude obvod vlioCky d = %dt.
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04 Prl Prll Prlll PrliV PrV

RieSené priklady — Kochova vlocka

Vypoditajte dlzku d obvodu KOChOVGJ VIOéky

o Kazdl GseCku rozdelime na tri rovnaké tsecky.

("] Stredné z ﬁseéiek sa zdvojnasobi
na dve strany Fovnostranného trojuholnika.

o Povodna tisetka s ziesi 0 tretinu, «j bue 3-krat dlhSia.

] ObVOd V|O(\fky d sa po kazdom konstrukénom kroku zvacsi %—krét

@ omatme Obvod pociatoéného trojuholnika d.

e Po prvom kioku bude Obvod vloCky d = %dt.
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04 Prl Prll Prlll PrliV PrV

RieSené priklady — Kochova vlocka

Vypoditajte dlzku d obvodu KOChOVGJ VIOéky

o Kazdl GseCku rozdelime na tri rovnaké tsecky.

("] Stredné z ﬁseéiek sa zdvojnasobi
na dve strany Fovnostranného trojuholnika.

o Povodna tisetka s ziesi 0 tretinu, «j bue 3-krat dlhSia.

] ObVOd V|O(\fky d sa po kazdom konstrukénom kroku zvacsi %—krét

@ omatme Obvod pociatoéného trojuholnika d.
e Po prvom kioku bude Obvod vloCky d = %dt.

o Po n-tom ko buce obvod viotky d = (%)"d,.
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04 Prl Prll Prlll PrliV PrV

RieSené priklady — Kochova vlocka

Vypoditajte dlzku d obvodu KOChOVGJ VIOéky

o Kazdl GseCku rozdelime na tri rovnaké tsecky.

("] Stredné z ﬁseéiek sa zdvojnasobi
na dve strany Fovnostranného trojuholnika.

o Povodna tisetka s ziesi 0 tretinu, «j bue 3-krat dlhSia.

] ObVOd V|O(\fky d sa po kazdom konstrukénom kroku zvacsi %—krét

@ omatme Obvod pociatoéného trojuholnika d.
e Po prvom kioku bude Obvod vloCky d = %dt.
o Po n-tom ko buce obvod viotky d = (%)"d,.
@ Pre n — 00 mozeme vyjadrit obvod vIOCky v tvare

o= n||—>n<1>o(%)ndf =00 dp = 0.
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04 Prl Prll Prlll PrliV PrV

RieSené priklady — Kochova vlocka

Vypoditajte dlzku d obvodu KOChOVGJ VIOéky

o Kazdi tseCku rozdelime na tri rovnaké tsecky.

("] Stredné z ﬁseéiek sa zdvojnasobi
na dve strany Fovnostranného trojuholnika.

o Povodna tisetka s ziesi 0 tretinu, «j bue 3-krat dlhSia.

] ObVOd V|O(\fky d sa po kazdom konstrukénom kroku zvacsi %—krét

@ omatme Obvod pociatoéného trojuholnika d.
e Po prvom kioku bude Obvod vloCky d = %dt.
o Po n-tom ko buce obvod viotky d = (%)"d,.
@ Pre n — 00 mozeme vyjadrit obvod vIOCky v tvare
d = lim (%)”dt =00 dy = 0.
n—o00

[Postupnost ‘L(%)”},\ , Jje geometricka s kvocientom % > 1, v plati ”Mm\ (%)” = 00.]
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RieSené priklady — Kochova vlocka

Vypoditajte dlzku d obvodu KOChOVGJ VIOéky

o Kazdl GseCku rozdelime na tri rovnaké tsecky.

("] Stredné z ﬁseéiek sa zdvojnasobi
na dve strany Fovnostranného trojuholnika.

o Povodna tisetka s ziesi 0 tretinu, «j bue 3-krat dlhSia.

] ObVOd V|O(\fky d sa po kazdom konstrukénom kroku zvacsi %—krét

@ omatme Obvod pociatoéného trojuholnika d.
e Po prvom kioku bude Obvod vloCky d = %dt.

o Po n-tom ko buce obvod viotky d = (%)"d,.

] Pre n — OO mézeme vyjadrit ObVOd VlOéky v tvare
d= lim (%)ndt =0 dt = OQ.
n—o00

[Postupnost ‘L(%)’},\ , Jje geometricka s kvocientom % > 1, v plati ”Mm\ (%)” = 00.] B
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Koniec 2. éasti

Dakujem za pozornost.
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